TD N°1 : Programmation Dynamique Stochastique (PDS)

Rappel

Les problemes d’optimisation auxquels nous nousé@sisons comportent les éléments de base suivants:

- Un systeme dynamique a temps discret décrivantlidion de la variable d’état au fil des périodes.

- Une variable de décision influencant I'évolutiore@édente, dont les valeurs possibles dépendent de
I'état du systéme.

- Une fonction colt, quand elle est additive elle ®rme :E[gy 41 (ty11) + Dhe1 G (X U, Wi -

Tous processus de décisions séquentielles ne famtingervenir de parameétres aléatoires et, dans des
nombreuses applications, I'étgt,; est parfaitement déterminé dés que I'état cowamet la décision,

sont connus. Il s’agit, dans ce cas, de systemdgasions déterministes qui peuvent étre vus oehes cas
particuliers des systémes de décisions stochastigaeactérisés par des perturbations artificieleepouvant
prendre qu’'une seule valeur.

Exercice 1 :(Facteur d’actualisatioh

Une compagnie a besoin d’utiliser une machine pEgsicing années a venir. Actuellement, elle disptisee
machine neuve. A la fin de chaque année, la com@alpit décider si elle veut garder son instaltatiu la
revendre et la remplacer par une neuve. La durégedd’'une machine ne dépasse pas trois ans gprson
d’achat P est de 500 000 fr. Les revenues ann(igl$es colts de maintenance c(i) et le prix desnge p(i)
d’'une machine dépendent de l'age i de linstallatei sont données en table ci-dessous. La mackine e
revendue a la fin de la cinquieme année.

Question : Quelle stratégie de remplacement doit adopter tapagnie si elle veut maximiser son profit pour
les cing prochaines années ?

i 0 1 2
(i) 400 000 300 000 150 000
c(i) 50 000 70 000 110 000
p(i) 250 000 120 000 50 000

Tableaul Données du probléeme de remplacement d’une machine
i : &ge de la machine en début d’année

Indication : On considere un facteur d’actualisation des cefitdes profitsr = 0.9, tel que un montant m
disponible dan& années correspond & un mont@htn disponible immédiatement.

Exercice 2 :(Fonction MINIMAX)

Un automobiliste doit se rendre de Séville a Stasip Il a décidé d’effectuer le voyage en quatia'g et
d’en profiter pour rendre visite a quelques amifin Ae limiter les risques d’accident dus a ladat et de
disposer d'un maximum de temps auprés de ses amigjerait minimiser la durée de sa plus longuapét
journaliere. Notre conducteur a des amis a Madfalence, Barcelone, Toulouse, Bordeaux, Lyon eisPar
Sur la figure ci-dessous, sont illustrés les diffées étapes ainsi que les estimations des tentpajets.
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Figure 1. Description graphique du probleme d'itinéraire dgage.

Question : Trouver l'itinéraire de voyage optimal en appliquiaigorithme de la PD.

Exercice 3 :(Variables continugs

Considérons un modeéle de contrdle de la trajectbine engin volant (avion, fusée, satellite, etS8)pposons
que le temps a été discrétisé en N intervalles notég de 1 a N. La vitesse de I'engin peut étradifiée au
début de chaque intervalle et le but du contrélediedteindre une vitesse cible V a la fin de Entalle N.

Afin d’éviter des changements trop brusques, toat@tionA, de la vitesse est pénalisée par un codt égale a

AZ . Si, alafin du processus, la vitesse v attaieteorrespond pas a la vitesse V souhaitée, uraifgéégale
a4(V-vy est également encourue.

Question : Déterminer pour chaque intervakda vitesse de I'engin de maniére a minimiser lmse des
pénalités.

Indications : Considérez : N=2, la vitesse initiale=0 et |la sst cible V=900.
Exercice 4 :(Programmation dynamique stochastijjue

Un joueur d’échec doit disputer une rencontre emxdearties et désire maximiser ses chances de gain.
Chaque partie rapporte 1 point au vainqueur et @eadant, & moins d’un match nul auquel cas lex deu
joueurs marquent un demi point. Si, a l'issue, degx matchs, le score est égale a 1-1 les deuxijgpue
continuent a s’affronter jusqu’a ce que I'un d’@exnporte une partie et la rencontre par la mémasicg.
Connaissant bien les ouvertures pratiquées paraduersaire, le joueur a sélectionné les siennes dafi
pouvoir choisir, pour chaque affrontement, entnexdstyles de jeu :

1- unstyle agressif lui donnant une probabilité de gaig > 0 et une probabilité de perte— p,,.
2- ungtyle passif lui donnant une probabilité de my > 0 et une probabilité de perte— p,,.

Question : déterminer une stratégie de sélection de styjewenaximisant les chances du joueur a gagner la
rencontre pour les probabilitep, = 0.45 et p, = 0.9.

Indications : En cas d'égalité apres les deux matchs, le joadapte un style de jeu agressif pour tous les
matchs qui en suivent.

1 en cas de gain de la rencontre
Le codt terminal exprime la probabilité de gaiq.; =1 p. au cas d’égalité apres les deux parties
0 en cas de perte

De plus, nous avons que : g, (xg, U, wy) =0,V k




